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Streszczenie: Celem artykutu jest prezentacja wynikow eksperymentow sprawdzajgcych
zgodnos¢ selektora cech opartego o algorytm LARS/LASSO (Least Absolute Shrinkage and
Selection Operator). W badaniach wykorzystano zbior danych 'diabetes’ zawierajqcy cechy
442 pacjentow chorych na cukrzyce oraz odpowied? mierzonq postgpem choroby. Wyze-
rowano niektore cechy i zaszumiono je, a nastgpnie tak spreparowane dane poddano selek-
torowi LASSO, ktory wybierat cechy istotne. Sprawdzono, czy cechy uprzednio wyzerowane
sq cechami uznanymi przez selektor za najmniej istotne. Zwigkszanie licznosci proby poz-
wolito okresli¢ zaleznos¢ miedzy zgodnosciq selektora LASSO a zaktadanym rozmiarem mo-

delu df. Na zgodnos¢ selektora nie wptywa natomiast poziom szumu o.
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1. Wprowadzenie

Selekcja modelu jest kluczowym problemem, decydujacym o jako$ci rozwiazan innych zadan
opartych o wyselekcjonowany model. Selekcje cech czgsto stosuje si¢ w zadaniach rozpoznawania
1 identyfikacji, jako wstepna procedurg, ktora odsiewa nieistotne cechy, tzn. niezwiazane z badanym
obiektem, stanowiace szum lub zwigzane z nim w stabym stopniu. Po pierwsze, zmniejszenie roz-
miaru df modelu jest wazne ze wzgledu na ztozono$¢ obliczeniowg algorytmu, ktéry bedzie wyko-
rzystywal skurczony model do rozwigzania innego zadania. Po drugie, w niektorych problemach
przy duzej liczbie cech p konieczne jest posiadanie takze licznego zbioru obserwacji n, aby za-
pewnic¢ odpowiednio gesta estymacje w p-wymiarowej przestrzeni. Dlatego zastosowanie selektora
jest w wielu przypadkach koniecznos$cia. Selektor oparty o algorytm LASSO oraz sposéb dziatania

samego algorytmu zostang omowione w punkcie 2.
2. Selektor LASSO ( Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)

Dla danej macierzy obserwacji X,,., (n-liczba probek, p-liczba cech) oraz odpowiedzi y,
selektor LASSO 3 = (Bl, By ... Bp) estymuje nieznany model [:

2

n p
B = argmin |ly — X3||2 :argmz'nz yi—Zﬁjxij ) (1)

i=1 j=1

1 Instytut Informatyki, Automatyki i Robotyki, Politechnika Wroctawska, ul. Janiszewskiego 11/17, 50-372 Wroctaw,
urszula.libal @pwr.wroc.pl
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przy |8l =D _ 181 <A, 2)
j=1
gdzie A > 0 jest ograniczajacym parametrem, ktory reguluje zmniejszenie modelu.

Tibshirani [3] zauwazyt, Ze regularyzacja w normie [1 prowadzi do wyzerowania niektérych
wspotrzednych wektora B i tym samym do zmniejszenia rozmiaru modelu. Hastie, Efron, Johnstone
1 Tibshirani [2] zaproponowali algorytm LASSO, jako modyfikacje prostego w komputerowej imple-
mentacji algorytmu LARS. Szczegétowy opis obu algorytméw mozna zalezé w [2]. Algorytm LARS
przebiega w p krokach, natomiast LASSO moze mie¢ ich wigcej. W kazdym kroku jest wybierana
sktadowa BZ najmocniej skorelowanna z odpowiedzig y, tzn. gdy i-ta sktadowa ¢; = mazx (¢) wek-
tora korelacji ¢ = X7 (y — §) jest najwigksza, indeks ¢ wedruje do zbioru aktywnego. Nastgpnie
uaktualniamy predyktor y o odpowiedni krok w wyliczonym kierunku i przechodzimy do nastgpnego
kroku. W modyfikacji LASSO algorytmu LARS pozwolono takze na usunigcie indeksu 7 ze zbioru
aktywnego, jezeli w danym kroku sktadowa (3; zmieni znak na przeciwny. Zatrzymujac algorytm
LASSO, gdy zbiér aktywny liczy df indekséw, otrzymujemy selektor modelu B = (Bl, Bo, ... ,Bp)
o df niezerowych sktadowych i méwimy, ze model ma rozmiar df.

Na rys. 1 przedstawiono przebiegi wartosci sktadowych ﬁj, j = 1,2,... p. Przyjecie mo-
delu o rozmiarze df oznacza, ze rozwigzanie LASSO B przyjmie aktualne wartosci df niezerowych

sktadowych Bj, a pozostate p — df wspotrzgdnych pozostanie na poziomie zero Bk =0.
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Rys. 1. Oszacowane przez selektor LASSO sktadowe ,@j modelu B vs. Zj | [9]| Obserwacje odpowiadajace cesze k = 6

zastapiono szumem Gaussowskim 0 o = 0.1. Pionowymi liniami zaznaczono zmiany rozmiaru df modelu (3, tzn. wzrost
Iub spadek liczby df niezerowych sktadowych wektora 3.

W punkcie 3 zdefiniowano statystyczng zgodnos¢ selektora B z prawdziwym modelem (5.
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3. Statystyczna zgodnos¢ selektora LASSO

Statystyczng zgodnos¢ algorytmu LASSO, jako selektora cech, badali m.in. Zhaoi Yu [4]. Nie
udato im si¢ jednak udowodnié zgodnosci lub jej braku dla selektora LASSO. Natomiast Zhao i Yu [4]
podali warunki niereprezentowalnosci (Irrepresentable Conditions) zmiennych, ktérych niespeinie-
nie oznacza skorelowanie istotnych cech modelu z tymi nieistotnymi, co prowadzi w wigkszosci przy-
padkéw do niezgodnosci selektora. W przeprowadzonych eksperymentach obserwacje zmiennej X,
aktualnie wybranej do skasowania, zostaly zastapione biatym szumem Gaussowskim o wariancji o
i nie sg skorelowane z pozostatymi zmiennymi (tj. cechami X;, gdzie ¢ € {1,2,...,p} orazi # k),
ani z odpowiedzia y. WprowadZzmy ogdlna definicj¢ zgodnosci estymatora:

Definicja 1 Estymator B jest zgodny, jezeli dla kazdego € > 0
11mP(y|B—ﬁ|y<e>:1. 3)

Ze wzgledu na fakt, ze prawdziwy model 3 pozostaje nieznany, a jedynie wiadomo, ze model
B nie powinien zawiera¢ cech, ktére nie wnosza istotnej informacji o odpowiedzi y, potrzebny bedzie
inny sposdb na okreslenie zgodnosci selektora. W przeprowadzonym eksperymencie zerowaliSmy ob-
serwacje zawierajace informacje o k-tej cesze, a nastgpnie zastgpowaliSmy je niezaleznymi losowymi
danymi o jednakowym rozktadzie normalnym A/ (0, 0?). W prawdziwym modelu sktadowa (3}, niesko-
relowana z odpowiedzig, musi réwnaé si¢ zero (3, = 0), dlatego na potrzeby eksperymentu wprowa-

dzamy alternatywng definicj¢ statystycznej zgodnoSci selektora o nastgpujacej tresci:

Definicja 2 Selektor B jest zgodny z rzeczywistym modelem 3 = (3 (df, 0, k), jezeli

lim P (ka - 0) —1. 4)

n—oo

Jezeli wraz ze zwigkszaniem liczby obserwacji n, prawdopodobiefistwo zajsScia zdarzenia
loso-wego, ze k-ta skladowa Bk zostanie odrzucona z modelu B (tzn. wyzerowana), bgdzie zbiegaé
do jedynki, to selektor nazwiemy zgodnym z prawdziwym modelem /3, dla ktérego 3 = 0.

Opis przeprowadzonych eksperymentow znajduje si¢ w punkcie 4, natomiast analiza otrzy-

manych wynikéw i sformutowanie wnioskéw umieszczono w ostatnim, 5 punkcie.
4. Eksperymentalne badanie zgodnosci

W badaniu zgodnosci selektora LASSO uzyto zbioru danych ’diabetes’ [1], wykorzystanego
takze do zilustrowania dziatania algorytmow LAR, LASSO oraz Forward Stagewise w [2]. Zbior ten
zawiera n = 442 obserwacje p = 10 cech. U 442 pacjentéw chorujacych na cukrzyce zmierzono
nastepujace cechy: X - wiek, X, - ple¢, X3 - BMI, X, - ciSnienie krwi oraz wyniki badan osocza:
X5 - TC, X¢ - LDL, X7 - HDL, Xg - TCH, X, - LTG, X;, - glukoza. Jako odpowiedZ y przyjeto
wspotczynnik postgpu choroby w ciagu roku. Dla ustalonego poziomu szumu o = 0.1, 0.01, 0.001,
rozmiaru modelu df = 1,2,...,p — 1 oraz liczby obserwacji n = 20, 40, ..., 420, 440 przeprowad-
zono p - N = 100 eksperymentéw (po N = 10 dla kazdej cechy X}) polegajacych na poddaniu
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selekcji za pomoca LASSO odpowiednio spreparowanych danych. W kazdym zbiorze danych zasta-
piono wygenerowanym szumem jedynie jedng zmienng Xj.

Prawdopodobieristwo P (Bk = 0), dla ustalonego modelu 3 = (3 (df, o, k) oraz liczby ob-
serwacji (zbadanych pacjentéw) n, estymowano za pomocg czgstosci odrzucenia przez selektor k-tej
cechy, usrednionej dla wszystkichcech k = 1,2, ... p:

e S #5 =0}

P 5)

Uwzgledniajac (5) przy rosnacej liczbie eksperymentéw N — oo dostajemy usrednione po wszyst-
kich cechach prawdopodobienstwo ich odrzucenia

p
lim P %;P (Bk - o) . ©6)

Wyniki eksperymentéw dla réznych zaktadanych wielko$ci modelu df umieszczono narys. 2 w postaci
wykresow czestosci ng 7 odrzucenia nieistotnej cechy z modelu.
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Rys. 2. Czgstosé If’fff ' odrzucenia przez selektor LASSO zastgpionych szumem danych odpowiadajacych k-tej cesze,
ke {1,2,...,p}, dlarosnacej liczby obserwacji n = 20, 40, . . ., 420, 440. Kazdy wykres odpowiada innemu rozmiarowi
df modelu 5 (df =1,2,...,9), tzn. innej liczbie df niezerowych wspétrzednych 5 = (51, B2, . .., Bp)-
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5. Wnioski

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentoéw zaobserwowano nastgpujace zjawiska:

a) Zgodnosc selektora LASSO zalezy od ustalonego rozmiaru modelu df.
Gdy rozmiar modelu jest maty df = 1,2, 3, czgsto$¢ odrzucenia nieistotnych cech jest bardzo
wysoka 1 dazy do jedynki
lim P¥7 =1,

czyli selektor mozna wtedy uznac¢ za zgodny.
Natomiast dla modelu o duzym rozmiarze df = 7,8, 9, dla duzych n czgstos¢ Pﬁf 7 oscyluje
odpowiednio na niskim poziomie 45%, 15%, czy nawet 7%, co oznacza, ze selektor nie jest
zgodny. Dla df = 9 zmienna zaszumiona znalazta si¢ w modelu dla okoto 93% eksperymen-
tow,

lim P%7 ~0.07,

n—oo
co moze Swiadczy¢ o tym, ze inne cechy tez sa bardzo stabo skorelowane z odpowiedzia y lub

sa silnie skorelowane z pozostatymi cechami wiaczonymi wczesniej przez selektor do modelu.

b) Poziom szumu o nie wplywa na zgodnos¢ selektora. Wykresy czestosci dla trzech wartosci
o = 0.1, 0.01, czy 0.001 przeplataja si¢ i na ich podstawie nie zauwazono zadnej zaleznosci

z wartoscia czestosci P,

¢) Analizujac wyniki eksperymentu mozna zauwazy¢, ze najczeSciej wystepujaca trojka cech
X, dla ktérych selektor jest zgodny, sa cechy X3 - BMI (body mass index), X, - LTG
(lamotrygina) oraz X, - ciSnienie krwi. Te trzy cechy sa najmocniej skorelowane z wyjs-
ciem y. Poréwnaj przebiegi wartosci sktadowych Bs, Bo 1 ba przedstawione na rys. 1. Gdy
przyjmowano model o rozmiarze df = 3 lub mniejszym, sktadowe (s, By oraz s pozostawaty
najczesciej niezerowe. Sktadowa Bg byta kwalifikowana najczgSciej do szukanych w ekspery-
mencie modeli o zmniejszonym rozmiarze. We wszystkich przypadkach oprécz sytuacji,
gdy ceche X3 zastapiono szumem, cecha X3 byla wybierana jako najmocniej skorelowana

z odpowiedzig y, a skladowa @3 otrzymywala jako pierwsza warto$¢ niezerowa.

Odrzucenie cechy przez selektor nie zawsze oznacza brak jej skorelowania z odpowiedzia.
Sytuacja taka moze zajs¢, gdy odrzucona cecha jest skorelowana z innymi cechami, ktére juz zostaty
wybrane przez selektor. Przy rosnacej liczbie obserwacji n — oo zgodny selektor zbiega wedlug
prawdopodobienstwa do prawdziwego modelu. Ros$nie wtedy prawdopodobienistwo, ze blad esty-
macji modelu ||3 — ]| jest dowolnie maty, co jest pozadana wlasciwoscia.

Aby uchroni¢ si¢ przed brakiem zgodnosci nalezy sprawdzi¢, czy wszystkie cechy sa sko-
relowane z odpowiedzia, a nastgpnie przeprowadzi¢ analiz¢ ich korelacji, aby wyeliminowa¢ z mod-
elu cechy mocno skorelowane ze soba. Algorytm LASSO w kazdym kroku wiacza do zbioru akty-
wnego ceche BZ o najwigkszej, aktualnej korelacji ¢;, ktora jest sktadowa wektora ¢ = X7 (y — ¢).
Aby zapewni¢ zgodnos¢ selektora mozna zakonczy¢ dziatanie algorytmu i przyja¢ aktualny model 3,

gdy zadna z korelacji ¢; nie osiagnie odpowiednio duzej wartosci.
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EXPERIMENTAL STUDY ON STATISTICAL CONSISTENCY OF FEATURE SELECTOR
BASED ON LARS/LASSO

The aim of this article is to present the results of experiments verifying consistency of a feature
selector algorithm based on LARS / LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Opera-
tor). The study used data set 'diabetes’ [1] with p = 10 features of 442 patients with diabetes
diagnosed and a measured response y to disease progression. In every experiment we re-
place one of the covariates with white Gaussian noise from N (0, 02) distribution, and then
the LASSO selector B chooses the relevant features. We repeat the experiments N = 10
times for all p = 10 covariates to average results. The simulations were done for tree noise
levels 0 = 0.1, 0.01, and 0.001, model size df = 1,2,...,p — 1 and number of observations
n = 20,40, ...,420,440. We analyze if those previously reset features X}, are recognized by
the selector as the least important, i.e. Bk = 0. We say that the LASSO selector B is con-
sistent with the true model 3 = (3 (df, o, k) (for fixed df, o and index of noisy covariate k),
if

lim P (Bk :0) — 1.

n—oo
The probability of reduction of replaced with noise covariate Xy was estimated by frequency

of setting Bk to zero: K
Pdﬁo’ —_ Zz:l #{ﬁk = 0}

Increasing the number of samples, we could observe the consistency or inconsistency of
LASSO selector depending on the model size df. The LASSO is consistent for small model
size, like df = 1,2 and 3, and it is not consistent for large model size df = 7,8 and 9. For the
model of size df = 3 the most frequently chosen features were: X3 - BMI (body mass index),
Xy - LTG (lamotrigine) and X4 - blood pressure. We noticed also that the level of noise o

has no influence on the selector consistency.
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