Dekompozycja sygnalu EKG w bazach falkowych
z wykorzystaniem algorytmu Mallata

Urszula Libal'

Streszczenie: Statystyczna analiza elektrokardiogramu, jako sygnatu losowego, jest trudna
ze wzgledu na jego niestacjonarnosé. Sygnat EKG mozna przedstawi¢ w bazach funkcji fal-
kowych w postaci ciqgu wspotczynnikow. Taka reprezentacja sygnatu pozwala na wykorzy-
stanie algorytmu Mallata w celu dekompozycji sygnatu EKG na sktadowe aproksymacyjne

i sktadowe detali, ktore mozna poddac dalszej analizie.
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1. Wprowadzenie

Przedstawienie sygnatu w bazach falkowych pozwala na jego dekompozycje, a to z kolei —
na stopniowa analiz¢. Sygnat s () nalezacy do przestrzeni L? (R) funkcji calkowalnych z kwadratem
(j. o skoficzonej energii) mozna przedstawi¢ w ortonormalnej bazie rodziny funkcji falkowych (in-
deksowanych przesunigciami w czasie). Taka reprezentacj¢ sygnatlu mozna nastgpnie rekurencyjnie
dekomponowac i w ten sposéb uwzgledniaé coraz bardziej subtelne szczegdty sygnalu, co zapre-
zentowano w dalszej czgsci artykutu. Tematyke falkowej dekompozycji poruszano w wielu pracach
[5, 6, 7], w szczegblnosci takze dla falek Daubechies [2, 4]. Zdekomponowany sygnal w konkretnych

zastosowaniach poddawano odszumianiu i kompresji lub analizowano jego aproksymacje oraz detale.
2. Falkowa reprezentacja sygnalu w bazie ortonormalnej przestrzeni L* (R)

Niech rzeczywisty sygnat s () nalezy do przestrzeni Hilberta L? (R) [1], [3], czyli przestrzeni
funkcji catkowalnych z kwadratem (albo przestrzeni sygnatléw o skoniczonej energii). W nieskon-
czenie wymiarowej przestrzeni L? (R) istnieje baza ortonormalna, ktéra rozpina cala przestrzen i po-
zwala przedstawi¢ dowolny sygnat s(t) € L?(R) jednoznacznie (patrz twierdzenie Riesza o re-
prezentacji [8]). Takie przedstawienie sygnalu jest doktadne, tzn. nie wprowadza zadnego bigdu,
jednak w praktycznych zastosowaniach zdefiniowanie odpowiedniej bazy ortonormalnej jest kto-
potliwe ze wzgledu na jej licznos¢. W praktyce wygodnie jest ograniczy¢ liczbg elementéw bazy
tylko do tych skladowych, ktére sa niezbedne do wiasciwego przyblizenia sygnatu. I tym samym
aproksymowac¢ sygnat jego rzutami na podprzestrzenie V,,, C L? (R) rozpigte przez funkcje bazowe
{Gmn (t) : n € Z}. Rzut sygnatu na podprzestrzen aproksymacji V,,, bedziemy nazywaé aproksyma-
torem s (t; m) sygnatu dla skali m.
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3. Analiza wielorozdzielcza

Niech funkcja skalujgca ¢ (t) oraz falka-matka ) (t) beda funkcjami catkowalnymi z kwadra-
tem oraz niech spetniaja dodatkowo warunki [, ¢ (t) dt = 1 oraz [ ¢ () dt = 0.

W analizie wielorozdzielczej (zwanej inaczej analiza wieloskalowa) zaproponowanej przez Mal-
lata [6], [7], a szczegbtowo opisanej w [4], dowolny sygnal s (t) € L?(R) mozna aproksymowac

z rosnaca rozdzielczoScia w dziedzinie czasu w nastgpujacy sposob

s(tm) = Annmn () € Vi, 1)

nez

gdzie funkcje bazowe podprzestrzeni V,,, maja postaé

Brmn (1) = 2™2¢ (2t —n), 2)

natomiast wspotczynniki «,,,, dane sag wzorem

Funkcje bazowe rozpinajace podprzestrzen V,,, = span{d, (t) ,n € Z} otrzymujemy przez trans-
lacje w czasie i przeskalowanie wartosci funkcji skalujacej ¢ (t). Aproksymator s (t;m) jest rzutem
ortogonalnym sygnatu s (¢) na odpowiednia podprzestrzen V,,,. W praktyce, ze wzglgdu na ogranicze-
nia wynikajace z cyfrowej reprezentacji sygnatu, juz na wstgpie dysponujemy jedynie aproksymacja
sygnatu, poniewaz jest on sprobkowany z ustalong czgstotliwoscia. Wykorzystywane w konkretnych
zastosowaniach funkcja skalujqca ¢ (t) i falka-matka 1) (t) czgsto nie maja jawnej postaci, a sa jedynie

wyznaczone numerycznie (np. falki Daubechies [2]).
4. Rekurencyjna falkowa aproksymacja sygnatu

Kazda przestrzen V,, mozna przedstawi¢ jako sumg¢ prosta poprzedniej przestrzeni aproksyma-

cyjnej V;,,—1 1 uzupelniajacej ja przestrzeni detali WW,,,_;
Vin = Vine1 @ Wi 1. 4)
Bazg ortonormalna podprzestrzeni W,,,_1 = span{iy,_1, (t),n € Z} tworza funkcje bazowe
U1 () = 20702 (2m7 1 — ) (5)

otrzymane dzigki przeskalowaniom i translacjom w czasie falki-matki ¢ (t). Z tej zaleznosci wynika

rekurencyjny wzor na aproksymator (za [4]) dla dowolnej skali m

stm)=stm=1) 4> Bn1nthmin (t), (6)

ne”L
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gdzie wspotczynniki dane sag wzorem

Bmfl,n = /RS (t> wmfl,n (t) dt. (7)

Sygnat aproksymowany przez s(t; m—1) € V,,_; dla skali m— 1, wzbogacony o szczegbty wy-
izolowane dla przestrzeni detali IW,,,_1, sktada si¢ na nowy aproksymator s(t; m) € V,, o dwukrotnie
zwigkszonej rozdzielczosci (precyzji). Funkcje bazowe podprzestrzeni V,,,—; 1 W,,,_1 sa splaszczone

i rozciagnigte w czasie w poréwnaniu do funkcji bazowych V,,,, co wynika z zaleznosci (2) i (5).

5. Algorytm Mallata

Przedstawiona w poprzednim punkcie wlasnos¢ (4) rozbicia przestrzeni aproksymacji na prze-
strzen aproksymacji o mniejszej rozdzielczosci oraz przestrzen detali zostata wykorzystana przez Mal-
lata [7] do konstrukcji algorytmu wyznaczajacego wspolczynniki rozwinigcia aproksymatora sygnatu
s (t; m) z przestrzeni V,,, w bazach podprzestrzeni V,,_; i W,,_;. Algorytm Mallata rekurencyjnie
dekomponuje sygnat s (¢; m) € V,, dlam = K, K — 1, ..., M + 1 na sktadowe:

1. aproksymacji s(t;m—1) =) / m120m-1,(t) € Vi,
2. detalu  detal (t; m —1) =", 7 Bn—1n®m—1n (t) € Wia

za pomocy filtréw dolno- i gérnoprzepustowych odpowiednio. Na podstawie wspétczynnikéw
aproksymacji { o, } wyznaczamy wspétczynniki {cv,—1,} 1 {Bn-1,} nastepujaco

L. Om—1,n = ZneZ htam7t+2na

2. ﬂm—l,n = ZneZ GtOm, t+2n,

gdzie {h;} to filtr dolnoprzepustowy, a { g, } — gérnoprzepustowy. W wyniku filtracji mniej doktadna
aproksymacja sygnatu i uzupetniajacy ja detal zostaty poddane decymacji co drugiej probki.
Schemat metody opisanej przez Mallata przedstawiono na rys. 1.

{BK—LU} {5‘3ﬂ1n}
/P 12 /P 2
_\_—> 2 —--- _\_—> 2 —---

{akn}

{OcK—Ln} {Ou\fn}

Rys. 1. Schemat blokowy algorytmu Mallata. Rekurencyjna dekompozycja aproksymatora s(t; K) sygnatu
dla skali K. Na kolejnych poziomach dekompozycji wyodrebniamy w wyniku filtracji gornoprzepustowej detale sy-
gnatu detal (t; m) oraz dolnoprzepustowej — zgrubny, wygtadzony aproksymator s (¢; m) sygnatu dla mniejszych skal
m=K-1,K-2,...M.
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6. Dekompozycja falkowa sygnalu EKG

Zaimplementowano algorytm Mallata do falkowej dekompozycji elektrokardiogramu. Sygnat

EKG zostal zdekomponowany na dwa ciagi wspétczynnikéw falkowych

apr = {aMn1}7 dla nmin(Dpu a, M) S n S nmam(Dpa b7 M)J

()
ﬁM - {ﬁMng}v dla nmin(dp7 a, M) S ny S nmaa:(dpa b7 M)

[lustracje dekompozycji sygnalu zamieszczono na rys. 2.
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Rys. 2: Jednopoziomowa dekompozycja sygnatu dla skali M = —1.

Przyjeto, ze petna, koficowa, rzeczywista skala reprezentacji falkowej sygnatu s(¢) wynosi K = 0.
Obliczono zaréwno falkowe wsp6iczynniki aproksymacji {ayyy,, } oraz detalu {3y, } dla mniejszej
skali M = —1. Sygnat EKG s(t) zostat przedstawiony w bazie falkowej 'db2’ [2] Daubechies rzgdu
p = 2. Funkcje skalujqcq D? oraz falke-matke d* z rodziny ’db2’ przedstawiono na rys. 3. No$niki
podstawowych funkgji falkowych D? i d*> maja dtugos¢ r = 2p — 1 = 3.
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Rys. 3. Funkcja skalujqca D? i falka-matka d*> Daubechies rzedu 2 (’db2’) oraz wspétczynniki filtru dolno- i gérnoprze-
pustowego odpowiednio dla funkcji skalujqcej D? i falki-matki d2.
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Dekompozycje sygnatu EKG dla rodziny falek 'db2’ przeprowadzono w trzech krokach:

1. Wyznaczenie wartoSci wspolczynnikéw filtru dolnoprzepustowego {h,}’ _, oraz filtru
gérnoprzepustowego {g,}._, .
Wartosci {ho, h1, ha, hs} zaczerpnigto z pracy [4]:

1+v3 o 343 3-8 1-v3

_4\/57 1_4\/57 2_4\/57 3_4\/57

a wartosci wsp6Stczynnikéw filtru gérnoprzepustowego {g,}._, . wyznaczono z zaleznosci
gn = (=1)"h_py1:

ho

. 1-V8 _—3+V3
g—2 = 3_W7 g—1 _W7
go = hi = 3+\/§ glz—hoz_l;\/g-

42 42

= —h2

2. Wyznaczenie falkowych wspétczynnikéw aproksymacji {« ., }, dla skali K = 0, beda-
cych reprezentacja sygnalu EKG przy uzyciu modelu zagregowanego:

nmam(D2, b) K)

s(t; K) = > g Dy (1) 9)

no=nmin(D?, a, K)
Wyznacza si¢ je ze wzoru
QF ny = /s(t) D (1) dt (10)
dla nmin<D27 a, K) S o S nmax<D27 b7 K)
Dla sygnatu s(t) o dtugosci 100 (sygnat jest probkowany ¢ € {1, ..., 100} oraz a = 1,
b = 100) granice wynosza

Nonin(D?, @, K) = DK(I — ﬂ = -2,

Nmaz(D?, b, K) = |20 = 100,
czyli —2 < ny < 100.

3. W kolejnym kroku korzystajac z algorytmu Mallata [S] (wersja dla falek o zwartym no-
$niku podana zostala w [4]) wyznacza si¢ falkowe wspoélczynniki poczatkowej aproksy-
macji {ay,, } oraz detalu {(5,,,,} w modelu zdekomponowanym dla mniejszej skali M =
K—-1=-1

Nmaz (D2, b, M) Nmaz (d2, b, M)
s(t; K) = > s, ny Dig g (1) + > Ot ey, ny(8) (1)
nlznmm(DQ,a, J\/[) n2:nmin(d2’a7 M)

w oparciu o wyznaczone w kroku drugim wspétczynniki { o,y +-
no
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Wspodtczynniki obliczamy nastgpujaco:

Apny, = Z hn OK n+2n;, (12)
n=0
1
5Mn2 = Z 9n OK n+2nsg, (13)
n=1-—r

gdzie —1 < n; <49 oraz 0 < ny < 50, afiltry {h,}"_, i {gn}._,_, zostaly obliczone
w kroku pierwszym.

7. Podsumowanie

W zaprezentowany sposob otrzymano dla sygnatu EKG dwa 51-elementowe ciagi wspétczynni-
k6w falkowych {a s, } oraz {Bam, }. Przedstawiona w artykule metoda dekompozycji sygnatu EKG
na dwa ciagi wspotczynnikéw falkowych nie oddaje w petni mozliwosci opisanego algorytmu. Warto
podkreslié, ze reprezentacja sygnatu w bazach falkowych umozliwia jego rozbicie na zgrubng aprok-
symacj¢ {a,, } i ciag detali {(,,,} dla r6znych pozioméw rozdzielczoscim = K —1, K —2, ... M,
ktére mozna poddac stopniowej analizie statystycznej. Analiza wielorozdzielcza sygnatu w bazach
falkowych oraz algorytm Mallata stanowia niezwykle pomocne narzedzie w szybkiej dekompozycji
niestacjonarnych sygnaléw losowych, jak np. elektrokardiogramy. Na metodzie zaprezentowanej
przez Mallata opiera si¢ tzw. szybka transformata falkowa (ang. FWT - Fast Wavelet Transform).
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